Branko J. MaleSevié
DIFERNCIJALNE JEDNACINE

2 SISTEMI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

2.1 Normalni sistemi diferencijalnih jednacina
Neka je data funkcija F': D — R gde D C R""2. Tada implicitna jednacina

(*)1 F(xayaylay”)"'ay(n)) :07
po jednoj nepoznatoj funkciji
Y :y(l’) : (avﬁ) — R

se naziva implicitno zadana diferencijalna jednacina n-tog reda po jednoj promenljivoj x € (o, ().
Ukoliko je moguce prethodnu diferencijalnu jednacinu (*) razmatramo u ekvivaletnom normalnom

obliku:

y(n) = f(x7 y? y/7 A 7y(n71))7

za neku funkciju f : Dy — R gde D; C R""'. Ako je n = 1 normalan oblik se podudara sa
eksplicitnim oblikom diferencijalne jednéine prvog reda: y' = f(x,y).

Primer 2.1. Diferencijalna jednacina drugog reda:
F(e,y,9,9") = (/') =y +y" =30 +4=0
resavanjem po najvisem izvodu y” daje dve mogucénosti:

V' = VY P +3r—4

ili

y' =y —y*+ 3z —4.

Ovaj primer pokazuje da nema svaka implicitno zadana diferencijalna jednacina ekvivalentan nor-
malan oblik.

Opsti sistem diferencijalnih jednacina je sistem od n jednac¢ina po n nepoznatih funkcija y; =
yi(x), .. yn = yn(x) : (o, f) — R dat u obliku konjukcije jednacina:

( m m My )
F1($7y17y17'--7y§ 1)7y27y57'--7y§ 2)7"'7yn7y1,17"'7y£l )):07
FQ('r?yhyiu"'7y§m1)7y27yé7"'7y§m2)7'"7yn7y;z7"'7yﬁbmn))207

(1)
L Fn(xaylayia"'7y§m1)7y27y£7---7y§m2)7---aynay;m"'ayﬁbmn)):0; )




za zadate funkcije Fy, Fy, ..., F,, : Dy — R gde Dy C R™™* (m =my +my+...+m,). Nama su
nadalje od interesa samo sistemi koji se mogu zapisati u obliku ekvivalentnog kanonskog normalnog
sistema diferencijalnih jednacina:

( m mi1—1 mp—1 )
y§ ) :Spl(%yla?/i,---a% ! )7 """ 7yn7y;m"'7y7(1 ))7
m mi1—1 mp—1
yé ) :wQ(xaylayia"'7y§ ! )7 ------ 7yn7y;m'--ay7(l ))7
(2)
Mn mi—1 mp—1
L™ = onla vl ™Y TS TARINEY L

za zadate funkcije 1, @9,..., ¢, : D3 — R gde D3 C R™™ (m =my +mg + ... +m,). Pri tom u
prethodnom sistemu najvisi izvodi posmatranih funkcija su sa leve strane jednakosti u (2).

Teorema 2.2. Svaki kanonski normalan sistem diferencijalnih jednacina (2) se moze transformisati
do ekvivalentnog sistema diferencijalnih jednacina:

)

( y/l :f1<x7y17y27 e 7ym)7
y;:fQ(xaylay% cee aym)a

(3)

\ y;mzfm(l‘aylay%"')ym); b,
za zadate funkcije fi, fo, ..., fm : Dy — R gde Dy C R™1,

Sistem (2.1) nazivamo normalni sistem diferencijalnih jednacina.

Zadatak 1. U ovom konkretnom slucaju za implicitno zadani sistem:
Fi(z,y, 0500 2. v, 08) =y — ¥ — i + b+ ya +2 =0,
Fy(z, g, U5, 0 2, a, 5) = Y — th + Yy — yh + o — 2 = 0;

moguce je najvise izvode yy i yy izraziti preko niZih izvoda (i kao Sto je receno samo sa takvim
sistemima radimo). U ovom jednostavnom primeru posmatrajmo kanonski normalni sistem diferenci-

jalnih jednacina koji je ekvivalentan polaznom sistemu:
{ YY = ou(@ Y Y, Y2 o) = Y1 T Y — Y — Yo — T, }
Yy = 022,51, Y1 Y2, ¥a) = —yh Hyn +yh — v + 2%,
Primetimo da se u prethodnom sistemu sa desne strane jednakosti javlja ukupno my = 2 polaznih

y-promenljivih © ukupno mo = 2 izvoda tih promenljivih, pa uvodenjem sveukupno m =mi+my =4
novih z-promenljivih®):

(7)

(i)

_ — — —
(141) Z1 = Y1, 22 = Y1y 23 = Y2, 24 =Yy

dobijamo normalni sistem koji je ekvivivalentan polaznom sistemu:

(21 (=y1) = f1(21, 22, 23, 24) = 2 )
» zh (= i) = f2(21, 22, 23, 24) ()=( Zo+ 21 — 24 — 23 — @,
(i) E2A (= y3) = fa(z1, 22, 23, 24) ;) Z4
\ 2y (= yy) = fa(z1, 22, 23, 24) (iiiﬁi)—zz + 21 + 24 — z3 + 22 )

O

©)

*) opste upustvo: svako y; preimenovati u z, za novi indeks r = (%) 1 svako javljanje izvoda y
za novi indeks s=s(1, )

preimenovati u zg



U daljem razmatranju od interesa ¢e biti samo normalni sistemi diferencijalnih jednacina dati sa

(2.1). Te sisteme

( y/lzfl(l‘7y17y27"'aym)a
y/2:f2($>?/1792>---aym)7
(%)
C Y= Fn (00,02 Y
mozemo zapisati i u matricnom obliku:
[ Y1 | [ fl(xaylay%---aym) |
y; f2($>?/1>?/2>---aym)
[] = :
L y;n ] | fm<x7y17y27"'7ym) |

i definicije koje navodimo takodse odnose i na tako zapisane sisteme.

Sistemi diferencijalnih jednacina se razmatraju u mnormalnom obliku odredenom sa konjukcijom
jednacina:

( yllzfl(xaylay%---aym)a )
y/2:f2(x7y17y27"'7ym)7
(%)
Y = S (T Y1, Y20 - Ym);

za zadate funkcije fi, fo,..., fn : D — R gde D C R™*L,

Definicija 2.3. Resenje normalnog sistema diferencijalnih jednacina (x) je niz diferencijabilnih fun-
kcija:

h = yl(x)a sy Ym = ym(x) : (aaﬁ) — R
za koje posmatrani sistem diferencijalnih jednacina predstavlja tacnu listu (konjukciju) jednakosti
koje svaka za sebe ispunjene za svako x € (a, 3). Tada smatramo da je vektorska funkcija

?7: [yla"'aym]T

resenje matricno zapisanog sistema ().
Definicija 2.4. Opste resenje sistema diferencijalnih jednacina (x) jeste niz funkcija
y1 = yi(x) = ¢1(x,Ch,...,Cp) : (o, f) — R,
(%)
Ym = Ym(T) = om(z, CY, . ..

za konstante C, ..., C,, € R, takve da vazi uslovi:



1. Niz funkcija dat sa (xx) jeste resenje normalnog sistema diferencijalnih jednacina () za ma koji
1zbor konstantu.

2. Normalan sistem diferencijalnih jednacina (x) je povezan sa opstim resenjem (xx) u slecem smislu.
(0) (0) - ; -
Za svako (zo,y; ..., ym ) € D sistem jednacina
‘P1($0, Cl) R C ) - ng),
(%)
SOm(fEO, Cla ) C ) = yT(n)a
ima jedinstveno resenje po konstantama

Cl ’l/}l<x07y1 7"'7y7(7?))7

(o
Cm - 07(73) = wm("L‘O)yiO)a s 7?/7(7?))7

za neke funkcije iy, Py, ... by D — R, gde D C R™ i za tacku xg € (o, 8), tako da pri izboru
x = xo funkcije (xx) ispunjavaju (xx)o.

Definicija 2.5. Partikularno resenje resenje sistema diferencijalnih jednacina (%) je resenje koje
se dobija iz opSteg za specijalan izbor konstanti. Sistem jednacina (xx)o nazivamo sistem Kosijevih
uslova, a ono partikularno resenje koje ga ispunjava nazivamo Kosijevo resenje.

Definicija 2.6. Singularno resenje sistema diferencijalnih jednacina (%) je reSenje koje se ne moze
dobiti iz opsteg ni jedan izbor konstanti.

Definicija 2.7. Integralna kriva je svako partikularno ili singularno resenje sistema diferencijalnih
jednacina (x).

Postupak svodenja normalnog sistema diferencijalnih jednac¢ina na diferencijalnu jedna-
¢inu m-tog reda (i prateée meduveze). U ovom delu izlazemo jedan postupak svodenja
normalnog sistema diferencijalnih jednacina (*) na jednu diferencijalnu jednac¢inu m-tog reda po
promenljivoj y; i odredivanje veza ostalih funkcija ys, ...,y sa y;. Navedeno izvodimo pod dodat-
nom pretpostavkom koja ¢e biti navedena u postupku koji izlazemo. Polazimo od prve jednacine:

vy = filz, v, ve, - Ym)-

Za drugi izvod yy (po x) vazi:
! afl Z ofi L
8yk
i sa obzirom da:
Y = [ Y1, 92,5 Ym),
za k =1,2,...,m, odatle zaklju¢ujemo:

0 "0
?/1,: fl + fl k(xayhy%"'aym):FQ(x7y17y27"'7ym)7
ox — Y



za neku funkciju Fy. Dalje, za tredi izvod y{” (po x) vazi:

0F, <~ 0F,
"no__ /
hi = or +Z

1 sa obzirom da:
yl/c = fIC('r? Y1, Y2, - - - 7ym)7
za k=1,2,...,m, odatle zaklju¢ujemo:

///_@_i_ - aF?

= —= e Um) = Fs(2,y1, v, - YUm),
2] o Dur fk(fUayl,y% Y ) 3(37 Y1, Y2 Y )
k=1

za neku funkciju F3. Nastavljajuéi zapocet proces kao posledicu normalnog sistema diferencijalnih
jednacina (x) dobijamo izvodni normalni sistem po yi:

(

yio= i@y Yy Ym),
yl1l = (91,92, 93 - Um),
(+)’
Y = Bt (2,90 Y2, Y3 - Ym),
| o™ =Fn (@, v, 02, Yss - -0 Um):

za prethodno odredene funkcije fi, I, ..., F,, : D — R gde D C R™". Dodatno pretpostavljamo:

izvodni normalni sistem (x)" dopusta da se iz prvih (m — 1) jednacina sistema

funkcije ya,ys, - . ., Ym mogu redom funkcijski izraziti preko x,yi,yy, - . ,y%m_l);
tj. postoje funkcije ws, 3, ..., v, takve da su njima odredene meduveze:
4 m—1 )
y2=a(,y1, 00,0 Y),

m—1
y3:¢3(x7y17y17"'7y§ ))7

m—1
| Ym=tml@ i ™)
Ukoliko bi zamenili y2,¥s, . .., Ym iz (*)T u poslednju jednacinu sistema (*)" dobijamo:
y§m) = Fon(®,Y1,Y2, Y35+ - -y Ym)

( (m-1)y

m—1 m—1
= Fm<x7y17§02(x7y17y17"'7y1 ))7¢3(x7y17y17"'7y1 ( )))

. '7S0m('r7y17y17 NI

m—1
= F(@y Y1, Uy e ),

za neku funkciju f. Ovim je dat jedan postupak svodenja normalnog sistema na jednu diferencijalnu

jednacinu m-tog reda po y;, uz odredivanje meduveza izmedu ya, y3, . . ., Ym i 41 sa (*)7. Prva posledica
prethodnog postupka je korektnost navodenja tacno m konstanti u Definiciji 2.4. (nije neophodno
navoditi m puta po m raznih konstanti za svaku ¢; funkciju (i =1,.. ., m))
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Zadatak 2. Resiti sistem diferencijalnih jednacina:

/

Y1 = Y2,
Ys = —Y1.
Resenje. Primenjujemo prethodno opisani postupak. Diferenciramo prvu jedna¢inu po x i dobijamo:
Y=Y
Zamenom y5 = —y; iz druge jednacine dobijamo:
Lofyr] = yi' + 451 =0.

Opste resenje ove homogene linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima drugog
reda je funkcija:
y1 = Cicosx + Cysinz,

gde su C i Cy konstante. Na osnovu prve jednacine y, = y; nalazimo:
yo = —Csinx + Cycos x.
Sveukupno, opste resenje posmatranog sistema je dato sa:

{ y1 = p1(x,C1,Cy) = Crcosw + Cysinz,

Yo = @2(377 01702) = —(Cysinx + Cycos x;

za v € R i () realne konstante. Napomenimo da se upotrebom elementarne trigonometrije moze
pretpostaviti i ovakav zapis opsSteg resenja:

Y1 = ¢1(!L‘,A,Oz) = Asin(x + a)a
Yo = Po(x, A, ) = Acos(z + a);
ukoliko realne konstante A i a se mogu izraziti preko realnih konstanti C i Cs, tako da:

y1 = Asin(x + o) = Asinaqcosx + Acosasinxe = Cy cosz + Cysinz,
(=C1) (=C2)
Y2 = Acos(x 4+ o) = Acosacosx — Asinasine = Cycosx — C sin x.
(=C2) (=C1)
Generalno, za svake dve nenula konstante C; i Cy postoji tacno jedan ugao « takav da
¢y Asina ;
_— = = « s
Cy Acosa &

« = arctg <ﬁ>
= o)

Cy Cy

t].

Za takav ugao a # 0, g vazi

sin o COS (v

i tim koli¢nikom je odreden tacno jedan realan broj

e

A:

sinav cosa
Tada u Oyyy, ravni vazi:
2 2 42
Y tys =A%



Promenljiva x ostaje slobodna i pomoc¢u nje mozemo dati trodimenzionalnu intepretaciju. Integralna
kriva sistema jednacina dopusta 3D intepretaciju

(y1, 92, ) = (Asin(x + «), Acos(z + a), x)
u R? za fiksirano A€ Ri ac€ R itekuée € R.

’
3D intepretacija (y1, ya, x)

O
Zadatak 3. Naci Kosijevo resenje sistema diferencijalnih jednacina:
Y1 = Y2,
Yo = =1
pri pocetnim uslovima:
y1(0) =1,
{ y2(0) = 2.
Resenje. Prema Zadatku 2 opste resenje posmatranog sistema je:
y1 = p1(x,C1,Cy) = Cycosz + Cysin,
{ Y2 = @a(x,Ch, Cy) = Cycosx — C sin x;
za x € R i ()4 proizvoljne realne konstante. Samim tim na osnovu pocetnih uslova:
1 =v1(0,C1,Cy) = Cycos0+ Cysin0 = O,
{ 2 = y(0,C1,C) = Cycos0 — Cysin0 = Cy;
nalazimo konkretne realne vrednosti konstanti:
Ci=1, Cy=2.
Trazeno Kosijevo resenje je dato sa:
y1 = y1(x) = cosx + 2sinx,
{ Y2 = yo(x) = 2cosz — sin x;
za € R. O



Zadatak 4. Pokazati postojange i jedinstvenost svakog Kosijevog resenja sistema diferencijalnih jedna-
cimna:

yi = Y2,

Y = —Y1;

pri pocetnim uslovima:

za ma koje y%o), yéo) eR.

ResSenje. Prema Zadatku 2 opste resenje posmatranog sistema je:

y1 = p1(z,C1,Cy) = Crcosz + Cysin,
Yo = oz, O, Cy) = Cycosx — Cysinx;

za x € R i (4 proizvoljne realne konstante. Samim tim na osnovu pocetnih uslova:

©0) _

yio) = ¢1(xg, C1, Cq) = C cos g + Cy sin x,
YW = @2(370, Ch, 02) = —(Cysinxg + C5 cos xg;

nalazimo da uvek postoje jedinstveno odredene konkretne realne vrednosti konstanti:

(0) 0) s
cos To — Yy sin g 0 0 .
C, = % y2 = y( ) cos Ty — y( ) sin Z0
2 2 1 2 )
COos” g + SIn“ x

ygo) sinxg + yéo) COs Zg 0y . (0)
Cy = > = =1y, sinzg + Yy, COS .
COS“ T + sIn” xg

2.2 Postojanje i jedinstvenost resenja

Neka je dat normalan sistem diferencijalnih jednacina:

(

yll = fl(x7y17y27 s 7ym)7

yl2 = f2<x7y17y27 e 7ym)7
(%)

’

C Y = ST 00,925 Um)s

za zadate funkcije fi, fa,..., fm : D — R, gde D C R™*+!L,

Dalje, podsetimo se za normalni sistem diferencijalnih jednacina (%) Kosijevo resenje je ono resenje

y1 = y1(x) = o1(z,Ch, ..., Ch) (o, B) — R,

Yon = Yn(2) = (2, Crr .. C) : (@, B) — R,



koje za neke konkretne realne vrednosti konstanti C| = Cfo), ..., C, = Oy ispunjava Kosijeve
pocetne uslove:

( yi(z0) = pr(w0, C, ..., OW) = 4,

yz(xo) = @2(370, C§0)7 cee CSL))) = yéo)’
()

\ ym(ﬂfo) = g0m<.l’0, Cfo), e 07(7?)) = yﬁ?%

za unapred zadanu tacku xq € (o, ) 1 vrednosti y§0), yéo), cee y,g,ob) € R. Navodimo sledec¢a dva tvrdenja
o postojanju i jedinstvenosti normalnog sistema diferencijalnih jednacina. Naime, vazi:

Teorema 2.8. (Peanova teorema) Za normalan sistem (x) neka je uvedena vektorska funkcija:

fl(x7y17y27 cee 7ym)

f2<x7yluy27"'7ym)
F=F(z,y1,...,Ym) = _ : D — R™,

| fm($7ylay27 s 7ym) i

za D C R™ . Ukoliko vaZi:

1. funkcija F' je neprekidna na D,

2. (:L’O,yio), e ,yﬁ?) eD,
tada postoji Kosijevo resenje koje ispunjava uslove (k).

Da bi Kosijevo resenje bilo jedinstveno potrebno je pored prethodna dava uslova i dodati jos jedan
uslov koji se daje sa slede¢im tvrdenjem.

Teorema 2.9. (Pikarova teorema) Za normalan sistem (%) neka je uvedena vektorska funkcija:

f1<x7y17y27 s 7ym>

fz(x7y17y27"'7ym)
F=F(z,y1,...,Ym) = . :D — R™,

| fm('r7y17y27 s 7ym> _

za D C R™. Ukoliko vaZi:

1. funkcija F' je neprekidna na D,

2. (xo,y§°),---,y§3)) €D,

3. ispunjeno je

(HM > o) (V(x,yl, e Um) € D) ’afi(x’yal;;“’yM) < M,

zai,j €{1,2,...,m};

tada postoji jedinstveno Kosijevo resenje koje ispunjava uslove (xx).
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Napomena 2.10. Umesto prethodnog uslova 3. Pikarove toeoreme o ogranicenosti svih parcijalnih
izvoda Of;(x,y1, ..., ym)/0y;, zat,j € {1,2,...,m}, moZe se zahtevati da vaZzi i slabiji Lipsicov uslov:
1 1 2 2 1 1 2 2
(3L > 0) (V(fc,y§ L), @) € D)HF(L% L) = Py, ) < L
1 1 2 2
[yt y)) = )

Napomena 2.11. U praksi razmatramo po pravilu takve funkcije da su Of;(x,vy1, ..., Ym)/0y;, 2a
i,7 € {1,2,...,m}, neprekidne funkcije na nekoj kompaktnoj oblasti D C R™ i tada su ispunjeni
uslovi Pikarove teoreme.

Teorema 2.12. Familija reSenja:

y1 =1(z) = 1(x,Ch,...,Ch) : (o, B) — R,

Ym = ym<x> = me(xv Clv i 7Cm) : (046) — R;

odreduge singularno resenje ako i samo ako za svako (xo, y%o), e ,ySS’) € D sistem jednacina

901(1‘0, Cl) .- 7Cm) = ng)a

Spm(lb) Cla ey Cm) - y7(”f(2)ﬂ
nema jedinstveno resenje (Cfo), e C,(,g)) € R™* Kosijevog pocetnog uslova.

Resenju normalnog sistema diferencijalnih jednacina

7=9) = @), ym@)]"

za x € (o, ) mogu se dati razlicita geometrijska tumacenja. Uobicajeno je da se vrsi intepretacija
vremenom? =t € [a, 8] tada kriva

T ={(t, (1)t € [a, A}

odreduje integralnu krivu u prostoru R;’;fl. Prostor R} se naziva fazni prostor. Projekcija integralne
krive na fazni prostor odreduje faznu trajektoriju.

Zadatak 5. Odrediti za sistem diferencijalnih jednacina:
yi = Y2,
Yo = —Y1-

integralnu krivu i faznu trajektoriju.

ResSenje. Prema Zadatku 2 reSenje
y1 = ¢1(t, A, ) = Asin(t + «),
{ Y2 = Po(t, A, ) = Acos(t + «);
odreduje sa (y1, y2,t) zavojnicu i njena projekcija na fazni prostor je fazna trajektorija kruznice:

Y +ys = A%

) uzimajuéi t = za pocetnu tacku vremena i t= [ za zavrsnu tacku vremena
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2.3 Metode resavanja

1. Metoda eliminacije. Ova metoda je opisana u postupku svodenja normalnog sistema na
diferencijalnu jednacinu m-tog reda. Metodu smo razmatrali u prethodnom delu na jednom primeru
jednostavnog homogenog linearnog sistema sa konstantnim koeficijentima formata 2x2. Ovu metodu
ovde ilustrova¢emo na jos par primera zadatka.

Zadatak 6. Resiti sledeée homogene linearne sisteme diferencijalnih jednacina sa sa konstantnim
koeficijentima:

0 = 6x—y
Yy =—bx+2y |
@) ' =3xr—y
y=a+y |
3 x'=—29x — 48y
= 160 +27y |’

=z
() Y
y=y
Resenje. () Polazeci od prve jednacine sistema (1) nalazimo
y=—x2' + 6.
Odatle, zamenom u drugu jednacinu sistema (1) datu sa
y' = =5z + 2y,

na osnovu /
Yy = —br + 2y <= (—2' + 62) = —bx + 2 (—2' + 62)

<— —a2" + 62’ = —br — 22/ + 12z,

dobijamo homogenu linearnu diferencijalnu jednacinu /I reda sa konstantnim koeficjentima
Lofz] = 2" — 82" + Tz = 0,
sa opStim reSenjem po prvoj funkciji:
x==x(t)=Cret + Cye™.
Na osnovu y = —a’ + 6z dobijamo opste resenje i po drugoj funkciji
y=y(t)=5C,e" —Cse’.

Konstante C i 5 su proizvoljne realne konstante.
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(22) Polazedi od druge jednacine sistema (2) nalazimo
r=1y —uy.

Odatle, zamenom u prvu jednac¢inu sistema (2) datu sa
¥ =3r—vy,

na osnovu . , , ,
P=3v—-y<= W —-y) =30y —-y) —vy

=y -y =3y -3y—v,

dobijamo homogenu linearnu diferencijalnu jednacinu /I reda sa konstantnim koeficjentima
Loly] = y" —4y' + 4y =0,
sa opStim resenjem po drugoj funkciji:
y=y(t) = Cre* + Cyte*.
Na osnovu z = 3’ — y dobijamo opste reSenje i po prvoj funkeiji
x=z(t) = (C; + Cz)e* + Cote?.
Konstante C; i C5 su proizvoljne realne konstante.
(22¢) Polazeci od prve jednacine sistema (3) nalazimo
1 /
Y= @(—x —29z).
Odatle, zamenom u drugu jednacinu sistema (3) datu sa
y = 16z + 27y,
na osnovu

Y = 162 + 27y <= (% (=2’ — 29:5)), — 162 + 27 - % (—a’ — 292) /'48
— —1” — 292" = (48 - 16)x — 272" — (27 - 29)x
— —1" — 292’ = 7682z — 272’ — 783z,
dobijamo homogenu linearnu diferencijalnu jednacinu II reda sa konstantnim koeficjentima
Lyfx] = —2" — 22" + 152 = 0,
sa opStim resenjem prvoj funkciji:

x=z(t) =Cre 3+ Cye®.

Na osnovu y = % (—a’ — 29x) dobijamo opste resenje i po drugoj funkeiji
1 2
Yy = y(t) - _5016_5t — 50263t.
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Konstante C i 5 su proizvoljne realne konstante.

(1) — {x’,—:p:() }
y —y=0

Odatle nalazimo opsta resenja po prvoj i drugoj funkciji:

(tv) Vazi

x=z(t) = C; e,
y=1y(t) = Cye".
Konstante C] i 5 su proizvoljne realne konstante. O

Zadatak 7. Resiti sledeéi nehomogen linearni sistem diferencijalnih jednacina sa konstantnim
koeficijentima:

' =2x —4y
(5) | |
y=x—3y+t
Resenje. Polazedi od druge jednacine sistema (5) nalazimo
r=y +3y—t.
Odatle, zamenom u prvu jednac¢inu sistema (5) datu sa
' =2 — 4y,

na osnovu ,
¥ =2r—dy<— (Y+3y—t) =2 +3y—t)—4y

— ' +3y —1=2y +6y—2t — 4y,

dobijamo nehomogenu linearnu diferencijalnu jednacinu II reda sa konstantnim koeficjentima
(%) Loy =y"+y — 2y = -2t + 1.

Resimo prvo homogenu linearnu diferencijalnu jedna¢inu II reda sa konstantnim koeficjentima
(*)m Lolyl =y" +y —2y =0.

Na osnovu karakteristiéne jednacine A2 + X — 2 = 0 i dve razlicite karakteristicne vrednosti A; = 1 i
Ay = —2 nalazimo homogeno resenje

yn(t) = Cre! + Core 2.
Dalje po metodi neodredenih koeficijenata trazimo partikularno resenje u obliku
yp(t) = At+ B,
za neke konstante realne A i B koje odredujemo na osnovu:

(F)p = up(t) + (1) — 2p(t) = —2t + 1
— 0+A—-2At+B)=-2t+1 < —24t+(A—2B)=—-2t+1
— A=1ANB=0.
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Samim tim konkretno partikularno reSenje po drugoj funkciji y = vy, + s je
y=y(t)=t+Cret +Cye 2.
Na osnovu x =y — 3y — ¢t dobijamo opste resenje i po prvoj funkciji
r=x(t) =2t +1+4C; et + Cy e 2.

Konstante C} i (5 su proizvoljne realne konstante. O

Formule svodenja nehomogenog linearnog sistema diferencijalnih jednacina formata 2 x 2
sa konstantnim koeficijentima na diferencijalnu jednacinu II reda (i prateée meduveze).

Neka je dat nehomogen linearni sistema diferencijalnih jednacina formata 2 x 2 sa konstantnim ko-
eficijentima:

) {x::a:c—l—by—l—f,}

Yy =cx+dy + g

za nepoznate dva puta diferencijabilne funkcije x = z(t),y = y(t) : (o, 5) — R i pri tom neka su
f=f(t),g=g9(): (a,8) — R zadate diferencijabilne funkcije i a,b, ¢, d zadane realne konstante
((a, B) C R). Imamo sledeé¢e moguénosti:

1. b # 0. Tada vazi
2 —(a+d)x'+(ad—be)z=(f+df—bg),

o = L0,

2. ¢ # 0. Tada vazi
y'—(a+d)y' + (ad=bc)y = (9 +ag—cf),

W= xz%(y’—dy—g)-

() {x’—ax:f,}
y —dy =g;

¢ime se sistem se svodi na dve linearne diferncijalne jednacine sa eksplicitnim resenjima

3. b=0 A ¢ =0. Tada vazi

v =a(t) = (01 + /f(t)e“tdt)e“t,
y=y(t) = (Cz + /g(t)edtdt)edt.

Zadatak 8. Resiti sistem diferencijalnih jednacina:

2
1 o ﬂ’

( ) U1 Yo

(2) ?/é = -



Resenje. Cilj je da posmatrani (nelinearni) normalni sistem dve diferencijalne jednacine svedemo na
jednu (nelinearnu) diferencijalnu jednacinu drugog reda. Vazi:

2 = y=u

2
— =2
(1) Y2
/\2
— yé/ — <y2) 7
2) Y

pri tom iz (1) jasno je da y, # 0. U prethodnom postupku redukcijom dobijamo jednu diferencijalnu
jednacinu drugog reda datu sa:

(yé)Q_

yé/ = f(xvyluyi) =

Generalno prethodna diferencijalna jednacina ne sadrzi = pa se reSava sa p = y5. Posebno za slucaj
ove konkretne nelinearne diferencijalne jednacine drugog reda primetimo da vazi sledece:

7\2 ", ol o) AN /
Yl = (y3) /~y2 - (y;)2 —0 /y% : Y2 " Y2 _ Y2 - Y2 _ (@) — 0 — Y2 _ e
Y2 Y2 Y2 Y2

za neku realnu konstantu ¢y, pri cemu y, #0. Samim tim dobijamo diferencijalnu jednacinu koja ra-
zdvaja promenljive:

dy dy
yé =Yz <~ d—2 =CY2 <~ 2 = cdz,
€ Y2

sa reSenjem
In |1ys| = 17 + ca;

za neku realnu konstantu cy. Odatle imamo eksplicitno resenje po drugoj funkciji:
Yo = 02 601x7

za konstante Cy ==4e® € R\{0} i C; =c; € R. Dalje na osnovu (2) y; =y nalazimo eksplicitno resenje
i po prvoj funkciji:
Yy = 02 Cl 6011.

Sveukupno, opste resenje sistema je:

{ y1 = ¢1(x, C1, C2) = C3 Cy €17,
Y2 = 902(53, Cs, Cz) = Cs eclm§

za prethodne proizvoljne realne konstante C' ». O

Zadatak 9. Resiti sistem diferencijalnih jednacina:

vy
dt_y 9
dy

* &gy —
%:x—élz
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de  , dy dz

Resenje. Koristi¢emo kradi zapis izvoda x’ = R A Z = g polazni sistem posmatramo u
kao konjukciju tri jednacine:

(1) ¥ = y-—ux,

(2) y = 42—y,

(3) Y = x—4z.

Ideja je da formiramo homogenu linearnu diferencijalnu jedna¢inu Ls[z] = 0 i da odredimo meduveze
y iz sa z. Jednostavno iz (1): 2/ = y — x sleduje prva meduveza

(4) y=21a+uz.
Zamenimo y iz (4) u (2): ¢y’ = 4z — y, ¢ime dobijamo
Y =4z —y <= (' +2) =42 — (' + 1)
=+ =4z—-2 —x
— 2+ 22" +x =4z

Odatle sleduje druga meduveza

(5) z:i(:p"+2x'+x).

Zamenimo z iz (5) u (3): 2’ = x — 4z, ¢ime dobijamo
/I o 1 " ! ' _ o 1 " / 4
Y =1 -4z = 4(56 +22'+z2)) == 44 (2" 4 22" + x)
= 2"+ 22" + 2 =4x — 42" — 82’ — 4
< 2" 4+ 62" + 92/ = 0.

Time je odredena homogena linearna diferencijalna jednacina III reda po x sa konstantnim koefici-
jentima:

(6) Ls[z] = 2" + 62" + 92/ = 0.
Zakljucak prethodnog izvodenja je da za = = x(t), y = y/(t), z = z(t) polazni sistem (x) ekvivalentan
sa sistemom:
Lslz] = 2 + 62" 4+ 92’ = 0,
y=1+u,
z= i(az”—l—Qw’—i—x).
Nadimo opste resenje homogene linearne diferencijalne jednacine tre¢eg reda:
Li[z] = 2" + 62" + 92/ = 0.

Karakteristicna jednacina A\* + 6A* + 9\ = 0 ima korene \; = 01 Ay3 = —3. Odatle, opste resenje
Ls[x] = 0 po funkciji @ = z(t) je:

IL‘(t) == Cl + 026_3t + Cgte_gt,
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za proizvoljne realne konstante C 2 3. Opste resenje po funkciji y = y(t) je:
y=a +a = (C)+ Coe 3 4 Cste ) + (C) + Coe™ 4 Cste™)
= (=303 + Cye3t — 3Cste™3t) + (C) + Che™3t + Cste™)
= (O] —2Cye™ 3 + C3(1 — 2t)e 3,
za prethodno izabrane realne konstante Cj 2 3. Opste resenje po funkciji z = 2(t) je:

1 1
p=(@"+22" +2) = ¢ ((C1 + Che 3 4+ Cgte )" 4+ 2(C + Coe™3 4 Cyte )’

+ (Cl + 61267325 + 03t63t))

- i (<_3026_3t + Cae™ ~ 3C3t6_3t>/ + 2 (=3Ce ™3t + Cze™3t — 3Cste™3t)

+

(Cl + 61267325 + 03t63t))

i ((9026_3t — 3036_3t — 3036_3t + 9C3t€_3t> +2 (—3026_3t + 036_3t — 3C3t€_3t)
+ (Cl + 61267325 + CthBt))

— i (C1 + (973 — 673t + e73) Oy + (=673 + 9te 3t + 273t — Gte 3t + te3t) C3)

= i (Cl + (467315) CQ + (—46732& + 4t673t) Cg)

= iCl +e 30y + (t — 1) e 3Cs,
za prethodne izabrane realne konstante C' o 3.
Sveukupno, opste resenje sistema je:
x = ¢p1(t,C1,C3,C3) = C; + Cre 3 + Cste™ 3,
Yy = pa(t,C1,Co,C3) = Cy, — 2C2e7 3 + C5 (1 — 2t) e 3,

1
z = p3(t,Cq,C5,Cs) = ZCI + Ce ™ 4+ C5 (t — 1) e,

za proizvoljne realne konstante C 3. O

2. Metoda prvih integrala. Prelazimo na opisivanje ove metode. Neka je dat normalan sistem
diferencijalnih jednacina:

y/l = f1<.§U, Y1, Y2, - -+, ym)7
y,2 = f2<.§U, Y1, Y2, - -+, ym)7

(*)

/

\ ym:fm('r7y17y27 v 7yWL>7 )

za zadate funkcije f1, fo,..., fm : D — R, gde D C R™". Podsetimo se nekih pojmova.
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Opéste resenje normalnog sistema diferencijalnih jednacina (2.1) jeste niz funkcija
y1=vy1(x) = o1(x,Cy,...,Cp) (o, 5) — R,

(%)
Ym =Ym () =om(x,C1,...,Cp) (o, ) — R;

za konstante C1, ..., C,, € R, takve da vazi uslovi:

1. Niz funkcija dat sa (xx) jeste reSenje normalnog sistema diferencijalnih jednac¢ina (x) za ma koji
izbor konstanti.

2. Normalan sistem diferencijalnih jednacina (x) je povezan sa opstim reSenjem (k%) u sle¢em smislu.

Za svako (o, y%o), o ,y,&% € D sistem jednacina

()01(370, Cl, e Cm) :y50)’

me(an Cl) sy Cm) :?/7(7?)7

ima jedinstveno resenje po konstantama
Cr=C" = (0, 91" i),
(C)o
Crn= O =m0, 91" ym)):
za neke funkcije ¥y, 1y, ..., %, : D — R, gde D C R™" i za tacku zy € (a, 3), tako da funkcije

yi=wu(z) = o1(z, 0, .., (o, 8) — R,

Y =Y (2) = m (2, CV ... .C): (o, B) — R;

ispunjavaju:
0 0 0
y1(20) = ¢1(20, C, ..., CN)) = ",
0 0 0
yz(xo) = @2(370, Cf )7 cee Cr(n)) = yé )7
(%) )

. 0 0 0
Ym(70) = m(70,C1”, .., CR)) = .
Dalje uvodimo neke nove pojmove.

Definicija 2.13. Funkcija
w :w(l‘ayla"')ym) D — Ra

gde D C R™ odreduje prvi integral normalnog sistema diferencijalnih jednacina (x) wkoliko za
svako resenje y1=y1(x), ..., Ym=ym(x) (niz diferencijabilnih funkcija) je ispungjeno:

v =1v(x,y1(x),...,ym(z)) = C — Const.

za sve vrednosti x € (o, 3).
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Definicija 2.14. Za normalan sistem diferencijalnih jednacina (x) m prvih integrala:

’l/}l :’l/}l<$',y1,...7ym)ID —>R,

Q/Jm :¢M(x7y17"'7ym):D _)Rv

gde D C R™"! | je funkcionalno nezavisan u oblasti D ukoliko ne postoji funkcija F : R™ — R takva
da vazi:

F(¢17"'7wm) :Oa
za svako (z,y1,...,Ym)ED.

Primer 2.15. Sledeée funkcije: 1y = 1 (x,y) = 22 +19°, by = Po(z,y) = 2* + 202> +y* . B2 — R,
su funkcionalno zavisne jer postoji funkcija F = F(p,q) = p*> — q: R* — R takva da je za nju ispu-

njeno F(yr,12) = ¢ — by = 0.
Teorema 2.16. Za normalan sistem diferencijalnih jednacina (x) m prvih integrala:

’l/}lz’l/}l<l',y1,...7ym)ID —>R,

U =Um(T, 01, Ym) - D — R;

gde D C R™, je funkcionalno nezavisan u oblasti D ako i samo za Jakobijevu determinantu vai:

oY1 Oy 0Py

OYa O 0o
D(@/)l,---,?/fm): oy Oya  Oym £0
Dy, - Ym) '

O Oy, 0P

Ay Oy Oym

Postupak resavanja. Za polazni sistem diferencijalnih jednacina (x) neka je odredeno m funkcionalno
nezavisnih pruvih integrala:

wl(xuyh cee 7ym) 2017

wm(xayla s 7ym) :Cma

gde su C',...,C,, su proizvoljne konstante. Prethodni sistem smatramo da odreduje implicitno za-
pisano opste resenje polaznog sistema (x). Na osnovu implicitno zapisanog opsteg resenja, u nekim
slucajevima je moguce i odrediti eksplicitno zapisano opste resenje u obliku ().

Zadatak 10. Metodom pruvih integrala resiti sistem diferencijalnih jednacina:

(1) yi = Yo

(2) Ys = Y1
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Resenje. Pretpostavimo da su:

y1=11(2), y2=ya(x) resenja polaznog sistema diferencijalnih jednacina.

Vazi:
(H+2) = Yi+ty=W+y) =ty
dy1 +vy2)
— =t
d(y1 + y2)
— TR _ gy + 0
Y1 + Y2 <y1 Y2 ?é )

<~ In|yi + | =2+,
za neku realnu konstantu ¢;. Odatle nalazimo prvi integral (u prvoj verziji):

(3) Y1 = P1(T Y1, Y2) = (Y1 + y2)e™ " = Cy,

za neku realnu konstantu

Cl = Fe% GR\{O}

Analogno:
D=2 = vi—p=0—n) =pr—mn

d(yr —vy2)

= dx - (yl 92)
dys —

— duzw) g, (y1 =92 #0)

Y1 — 92
<~ Inly; — | = —x + ¢,

za neku realnu konstantu c;. Odatle nalazimo jos jedan prvi integral (u drugoj verziji):
(4) P2 = Y2(@, Y1, y2) = (Y1 — y2)e” = C,
za neku realnu konstantu
Cy = £e? € R\{0}.
Prema prethodnom
funkcije 11 = 1 (x, y1,y2) 1 e = Pa(x, 11, y2) imaju konstantne vrednosti Cy i Cs,
ukoliko su y1 =y (), yo =y2(x) resenja polaznog sistema (x € R), i time su po definiciji prvi integrali.

Dalje proverimo da su funkcije 1,4, : R® — R funkcionalno nezavisne. Navedeno je ispunjeno jer
je tacno:

8¢1 31/}1 0 - 9 -z o o
D) | By o | 8—y1((y1 + ya)e > 8—y2((y1 + yo)e > ) e e e
D(y1,y2) by 02 9 <(y1 — yg)em) 8iy2 <(y1 - yz)em) et —e”

oy1 Oys oy
Resavajudi sistem prvih integrala (3) i (4):

{ (y1 + y2) e ™ = C4, }

(y1 — y2) e® = Cy;
po y1 1 Yo dobijamo opste resenje:

1 1
= —-Cie* + —Caye ™,
Y1 ;¢ + 5 C2
1 1
= -Cie* — —Caye ™",
Y2 > 1 5 2
za T € R. O
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Simetri¢ni oblik normalnog sistema. Neka je dat normalan sistem diferencijalnih jednacina:

¢ d
% = fl(:E?ylayQ) cee 7ym)7
d
% = f2<x7y17y27 s 7ym)7
8 |
dYm
L = fm(xaylay% cee 7ym)7

\ dx Y,
za zadate funkcije fi, fo,..., fm : D — R, gde D C R™". Vazi

d d dym
(¥) = = v =.. = Y .
1 fl(maylay%--'vym) fm(maylay%--wym)

Sistem u diferencijalnom obliku zapisan sa desne strane prethodne ekvivalencije se naziva simetricni
oblik normalnog sistema.

U cilju resavanja simetricnog oblika normalnog sistema koristimo proporcije brojeva. Naime, za realne

brojeve a i b odredujemo
% =t < a=0b-1,

za neko realno t. Na ovom mestu dodatno preciziramo slu¢aj da kada je b=0 da smatramo® da je
tada a=0 (inace ako bi dopustili da a##0 dosli bi do kontradikcije da je t realan broj). Drugim
recima odredujemo da u navedenom slucaju vazi pravilo zakljucivanja:

b=0 = a=0.

U cilju resavanja simetricnog oblika normalnog sistema i izdvajanja prvih integrala polaznog sistema
koriste se osobine prosirenih brojevnih proporcija da ako je:

ay az _ Gan -
by by b,
za neko realno ¢, tada za ma koje realne brojeve ki, ko, ..., k, vazi:
kiai + keas + ... + kpay, _y

kb1 + kabo + ... 4+ kpby

Zadatak 11. Metodom prvih integrala resiti sistem resiti sistem diferencijalnih jednacina:

dy r—z
(1) % - fl(xayaz)_z_ya
) L = hleye) =20
dx T z2—y

Resenje. Polazni normalni sistem je zapisan sa ys = y2(x) 1 y; = y1(x) preimenovano sa:
2=Y2 Y1 =Y.
Pretpostavimo da su:

y=y(x), z=z(x) resenja polaznog sistema diferencijalnih jednacina.

*) bez drugih tumacenja proporcije a/b
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Vazi

1 T—z Y-
=Y )
dx dy dz

“— = = =t (m)
zZ—y r—z Yy—T

Koristedi se osobinama prosirenih proporcija dobijamo:

dl-z4+1-y+1-2) Cdr+y+z)
(M) = 1-(z—y)+1-(x—z)+1-(y—m)— 0 =t

= ¢1:¢1(x7y72):x+y+22017
za neku realnu konstantu C. Ovim smo odredili prvi integral (u prvoj verziji):
(3) ¢1:¢1(wayaz):m+y+zzcl

za neku realnu konstantu C;.

Dalje, koriste¢i se osobinama prosirenih proporcija dobijamo:

2ede 2ydy  2zdz
(7) 2e(z—y)  2(r—z) 2 (y—ux)
de* dy*  dZ?
2v(z —y) 2yl —2z) 2z(y—x)
1-de® +1-dy> +1-dz? _d(x2+y2+22)_t
1-22(z—y)+1-22(y—x)+1-2z(x — 2) 0

= w2:w2<x7y72>:x2+y2+22202;
za neku realnu konstantu Cy. Ovim smo odredili prvi integral (u drugoj verziji):
4) Y2 = (@, 2) = 2? +y? + 22 = )

za neku realnu konstantu Cs.

Proverimo da su funkcije 1,1, : R®> — R funkcionalno nezavisne. Navedeno je ispunjeno jer je
tacno:

Oy Oy o) 0

— —(z+y+2 —(r+y+z I
D(y, 2) % % §<x2+y2+22) 2<x2+y2+z2) 9 9

dy 0z dy 0z Y o

Resavajudi sistem prvih integrala (3) i (4):
{ Pi(z,y,2) =z +y+2=0Ch, }
Ya(x,y, 2) = x? + y? + 2% = Cy;

po y i z dobijamo opste resenje. Izlazemo, dodatno, jedan postupak odredivanja opsteg resenja na
osnovu sistema prvih integrala. Naime, polaze¢i od:

z=Ci—xz—y
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zamenom u 22 + y% + 22 = Cy dobijamo implicitnu vezu:
22 +y? + (C) — 1 — y)? = Oy,
odnosno kvadratnu jednacinu po y u slede¢em obliku:
20% 4 (22 — 20 )y + (22 — 2012+ C? — Cy) =0

sa eksplicitnim y-resenjem:

2 2

C, — —3x2 4+ 2C 2C, — C?
2= 2(2)=Ci — o — y(x) = 1 w:F\/ x? + 2C1z + (2C; 1).

2 2
Sveukupno:
Cl — & —3x2 —|— 20156 —|— (202 — 02)
y=y@ =Y . Y,
Ci—«x —3x2 4 2C1xz 4 (2C; — C?
2= 2(x) = 1 :F\/ +2C1x + (2C; 1);
2 2
uz uslov da —3x? +2C 2+ (2Cy — C?) > 0 za bar neko realno z, §to obezbeduje nepraznost domena za
prethodne funkcije y = y(z) i z = 2z(z). O

Zadatak 12 Metodom prvih integrala resiti sistem resiti sistem diferencijalnih jednacina:

Y1
2 A
( ) Yo Y2

Resenje. Pretpostavimo da su:
y1=y1(x), y2=1y2(x) resenja polaznog sistema diferencijalnih jednacina.
Prvi integral, u prvoj verziji, se moze dobiti jednostavno iz (1) razdvajanjem promenljivih:

Y1

d d d
ﬂ:ﬂ@ﬂ:x }Icl<:>;:Cl,

— = Inly|=h|z|+¢ <= I

o
dx x Y1 x x

za neke konstante ¢c; € R i C7 = +e“ € R\{0}. Ovim smo odredili prvi integral (u prvoj verziji):

(3) Y1 = P1(T,Y1,Y2) = 9 Ch,

xr

za neku realnu konstantu Cj. Prvi integral, u drugoj verziji, se ne dobija direktno iz (2), vec¢ je
neophodno zapisati polazni sistem u simetricnom obliku i izvrsiti sledece transformacije:

dy: Y1
= f1<'r7y17y2) =
dx x dz din dyo
<> — = —
dys 0 L film,y,y2)  faz,y1,92)
dr f2($ay1,?/2) =
X Y2
dr  dy1  dyo 1
DR R TN TV A

T Y2
de dyr _ dyo

Y2 B Y1Yy2 —ZTY1 '
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Na osnovu osobina prosirenih proporcija vazi:

y1-/dx _ x- [dy, _ dys N Yy dx _ x dyy _ dys
Yi-/rys T [y I VTYs  TYY2  —TY
. yr1dx + xdy, _ dyo
NrY2 +x1Y2  —TYh
_ d(zy) _ dy /~2wywz
2xY1Y2 —TY1
274190
= d(x = d
(zy1) A Y2
—  d(zy1) = —2y2 dys

= ay = —y; + Oy,
za neku konstantu Cy € R. Ovim smo odredili prvi integral (u drugoj verziji):
(4) VY2 = P2(x, Y1, ¥2) = TY1 +y; = Cs,

za neku realnu konstantu Cs.

Proverimo da su funkcije v, : R® — R funkcionalno nezavisne. Navedeno je ispunjeno jer je
tacno:

O O i(ﬂ) i(@) 0
D(11,12) _ | 9 Oy | oy1 \ Oy2 \ e _ 2y 40
D(y1,2) Ohg Oty 0 5\ 0O 5 T '
dy1 O o <€Uy1 + yz) s (wyl + y2> r 29

Sistem prvih integrala (3) i (4):

Yy
Yi(x,y1,Y2) = ;1 = Cy,

Pa(x,y1,Y2) = zy1 + y5 = Cy;

odreduje opste resnje po y; i y2 koje se, u ovom slucaju, jednostavno odreduje:

Y = yl(w) = Clwv
Y2 = Y2(x) = £/ Cy — Cr2?;

uz uslov da Cy — Ci2? > 0 za bar neko realno z, §to obezbeduje nepraznost domena za funkciju
Y2 = ya(). =

Literatura: https://dif.etf.bg.ac.rs/
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Napomena. Materijal ovog autorskog dela je namenjen studentima Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u Beogradu sa ciljem da im se
omoguci da $to bolje spreme ispit iz predmeta Diferencijalne jednacine. VazZe sve zabrane u vezi neovlaséenog koriséenja ovog materijala u
skladu sa Zakonom o autorskim i srodnim pravima Republike Srbije (”Sl. glasnik RS”, br. 104/2009, 99/2011, 119/2012, 29/2016 - odluka
US 66/2019, kao i sva kasnija pravna akta po ovom pitanju).

Beograd, 18.12.2022.

Prof. dr Branko J. Malesevi¢
Elektrotehnicki fakultet, Beograd
http://home.etf.rs/ malesevic/
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