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DIFERNCIJALNE JEDNACINE

4 PARCIJALNE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE

4.1 Parcijalne diferencijalne jednacine - opsta teorija

Definisanje

Neka zadana funkcija u: D — R koja je k-puta neprekidno diferencijabilna nad oblaséu D C R™ i
neka je zadana funkcija F': G — R koja je neprekidna nad oblaséu G C R™ (m>nim,n€ N).
Implicitna funkcionalna veza:

Jiq +-FJis
(%) F(azl,...,xn,ua—; ______ ,u>:0’

Jiy Jis
((91'1-1 ... 8xis

odreduje parcijalnu jednacinu po funkciji v = w(zy,...,x,). Pri tom maksimum sume indeksa

k= ji + ...+ Ji., koji se javlja u (x), odreduje red parcijalne diferencijalne jednacine.

Pod resenjem parcijalne diferencijalne jednacine podrazumevamo svaku funkciju u = w(zq,...,x,):
D — R takvu da jednakost (k) vazi za svako (z1,...,x,)€ D, tj. (x) predstavlja identitet.

Uobicajeno je da parcijalne diferencijalne jednacine I reda F (:c, Y, U, %, %) =0 zapisujemo u obliku:
(*)I F(xvyvuapa CJ) = 07
uz upotrebu MonZovih oznaka:

R

o 1T oy’

Potpuno i opste resenje

Navodimo definicje potpunog i opsteg resenja koje poticu od Lagranza. Potpuno resenje parcijalne
diferencijalne jednacine (x); razmatramo u obliku funkcije:

u = u(z,y,cy,Ca),

za (z,y) € D i neke konstante ¢; 1 ¢o. Pri tom se zahteva da eliminacijom konstanti se dolazi do (x);.
Opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine (x); razmatramo u obliku funkcije:

u=u(x,y,c1, o)),

za (x,y) € D, neku funkciju ¢ : [o, 8] — R i (eventualno) neku konstantu ¢;. Pri tom se zahteva da
eliminacijom funkcije i konstante se dolazi do (x);.

U narednim delovima zadrza¢emo se na izlaganju teorije za homogenu i nehomogenu (kvazilinearnu)
parcijalnu diferencijalnu jednacinu [ reda.



4.2 Linearna homogena parcijalna diferencijalna jednacina I reda

Linearna homogena parcijalna diferencijalna jednacina I reda je parcijalna diferencijalana jednacina:

ou ou ou
(1) Xi(x1y@2y.eesxn)— + Xo(x1, 22500 o yxp)— + ... + X (21, 22500 .y ) — =0,
oxq Oxo oxy,

po nepoznatoj diferencijabilnoj funkciji:
u=u(xy,29,...,2,): D — R,

za zadate neprekidne funkcije Xy, Xo,..., X, : D — R, gde je D C R"™ neka oblast. Linearnoj ho-
mogenoj parcijalnoj diferencijalnoj jednacini I reda (1) pridruzujemo sistem diferencijalnih jednacina:

d$1 dxg dwn

(2)

Xi(x1,x2y 00y Tn) - Xo(x1, @2y ooy Tp) T Xn(T1, T2y yxp)’

koji nazivamo sistem karakteristika linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1).
Neka je za sistem karakteristika (2) odreden jedan prvi integral:

(3) F(xy,x2,...,2,) = C,

za neku diferencijabilnu funkciju £ : D — R (D € R"). Posmatrajmo funkciju:

(4) u= F(x1,22,...,2,): D — R (DCR")

Dokazujemo da je u funkcija jedno resenje linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I
reda (1). Zaista, na osnovu:

F(wl,wQ,...,wn) =C — dF =0
i odatle zaklju¢ujemo:

(5) —dry + —dzy ...+ —dzx, = 0.

Dalje, primetimo da iz proporcije

dx dzo dzy,
Xi(z1,m2,...,2,) Xo(x1,72,...,2y) Xn(z1,22,...,20) (70)
sledi
( d.ﬁlfl = A-Xl(xl,xQ, .. .,.’L‘n), )
d[[’g = )\'Xg(l‘hl‘g, Ce ,l‘n),
(6)
| dry = N X (21, 29,000, T0)
Zamenom prethodnih veza za dzy,dxs, . .., dx, u (5) dobijamo:
oF oF
A (Xl(l‘l,l‘g, c. ,l‘n)a—xl +...+ Xn(l‘l,l'g, NN ,$‘n)a—xn) = O,



odnosno:

oF OF
X o —+...+ X o — =0.
1(1, 79, ’x")aml . X2, 2, an)axn 0
Napomenimo da je A # 0 jer su xy, xo, ..., x, promenljive. Ovim je dokazano:

u = F(x1,xa,...,%,) jeste resenje.

Obrnuto, neka je uw = F(x1, 2,...,x,) jedno resenje linearne homogene parcijalne diferenci-
jalne jednacine I reda (1) da tada F' sipunjava sistem karakteristika (2). Tada, polaze¢i od uslova
da je u = F(xy,29,...,2,) jedno resenje i od veza (6) za X, Xo, ..., X, zakljucujemo:
oF oF
;Xl(xl,xi, ) ,xnla—xl + ... +g(n(x1,x‘2,, . ’x"Za—% =0.
dxy dxn
BY By
1 (0F OF
F F
== a—dx1+...+a—d:pn:0.
ox oxy,

Ovim je dokazano:

dF = 0;
t.
F(x1y...,x,) =C,
za neku realnu kostantu C.

Na osnovu prethodnog razmatranja je dokazano tvrdenje.
Teorema 4.1.

1° Svako resenje sistema karakteristika (2) u obliku prvog integrala (3) odreduge jedno resenje linearne
homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1) u obliku (4).

2°. Svako resenje linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1) u obliku (4) odre-

duje jedno resenje sistema karakteristika (2) u obliku prvog integrala (3).

Napomena 4.2. Prethodnim tvrdenjem je pokazano da resavanje linearne homogene parcijalne difer-
encijalne jednacine I reda (1) i reSavanje sistema karakteristika (2) su medusobno ekvivalentni pro-
blems.

Zadatak 1. Naci jedno resenje linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda:

ou ou
1 20U 20U _ ¢
(1) T Vg, 0

Resenje. Posmatrajmo odgovarajuéi sistem karakteristika:

dr  dy
2

(2)

iz koga direktno integracijom nalazimo jedan prvi integral prethodnog sistema:

de _ [ dy = —l:—1+C, tj. uw=F(z,y)=
22 Y2 x Y

< | =
SHE
Il
Q



za neku realnu konstantu C'. Odatle jedno resenje polazne linearne homogene parcijalne diferencijalne
jednacine I reda je dato sa funkcijom:

u=F(z,y) =

D — R,

S
S N

gde je D={(z,y)€R?: 2 #0 Ay #0} CR%. O

Prelazimo na tvrdenje kog oblika mogu da budu resenja linearne homogene parcijalne diferencijalne
jednacine I reda. Naime, neka je dato k resenja linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine

I reda (1) sa:

u = Fi(zy,...,2,),
uy = Fy(xy, ..., 1),
up = Fy(x, ..., z,),
sa diferencijabilnim funkcijama Fy, F5,...  F, : D — R nad oblasti D C R". Neka je data
proizvoljna diferencijabilna funkcija:
D =®(ty,...,t): F— R,

za odgovarajuéi domen E C R* tako da postoji kompozicija:

u = q)(Fl(l‘l,...

D C R" odredena resenja, tada vazi:

7xn)7F2(x17 ..

S

Polazec¢i od pretpostavke da su sa diferencijabilnim funkcijama Fi, Fy, ..

.,Fk(l‘l,...

(. R oF, oF / 0
OF, OF, OF, / L
Xi— 4+ Xo——+ ...+ X,— = Nl
163:1 + 26$2 + + "&cn 0’ 8F2
OF OF OF, / 0
\ Xlax1+Xgax2+...+Xna$n—O OF,
( oF, 0P oF, 0® oF, 0P .
OF, 08 |\ 0T, 0% oR 0% _
— Yow 0Fy,  Porg0F, T M0, 0F
OF, 0® OF, 0® OF, 0®
\ Xlaxl 8Fk 28562 8Fk ++X"8xn aFk =0
( 0P OF) 0P OF, 0P OF, .
0% OF, 0% OF, 0® OF,
0% OF, 0% OF, 0® OF,
\ Xl@Fk 63:1 26Fk 63:2 . +X"6Fk 8£Cn =0

4
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Sabiranjem prethodnih £ jednacina dobijamo:

OP OF; 0P 6F 0® OF;
XlZaFaxl Z&F Jay e H A ZaF Dy
tj.
0P oP oP
X18—1+X232 .+Xn8—xn—0,
sa proizvoljnom diferencijabilnom funkcijom ® = ®(¢y,...,t;) : E — R, za odgovarajuéi domen

E C R¥ Ovim je dokazano tvrdenje.

Teorema 4.3. Neka je dato k resenja linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda
(1) sa:

Uy = Fl(l‘l,...,l‘n),
Uy = Fg(xl,...,l‘n),
up = Fr(xy, ... x,)

sa diferencijabilnim funkcijama Fy, Fs, ..., F : D — R nad oblasti D C R". Neka je data proizvo-
lina diferencijabilna funkcija:
D =P(ty,...,t): E— R,

za odgovarajucéi domen E C R, tako da postoji kompozicija:
U= <I>(F1(x1, cos )y Bo(zy, o), Frl(a, . ,xn)) :D — R.

Tada je:
= @(Fh...,Fk)(.ﬁUl,...,I‘n) D — R

jedno resenje linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1).
Dalje, moze se pokazati da vazi sledece tvrdenje:

Teorema 4.4. Neka je sistem karakteristika (2) sa tacno (n — 1) funkcionalno nezavisnih prvih
integrala:

Fl({L‘l,...,ZL‘n) = Cl,
FQ({L‘l,...,ZL‘n) = CQ,

Fn_l(ZL‘l, e ,{L‘n) = Cn_l;

sa diferencijabilnim funkcijama Fy, Fy, ... F,_1 : D — R nad oblastt D C R". Neka je data
proizvolyna diferencijabilna funkcija:

P = q)(tla---atn—l) EF— R,
za odgovarajuéi domen E C R tako da postoji kompozicija:
u= (I)(F1<$L’1, cesTn), Fo(xy, oo x),  Froq (2, ,xn)) D — R.

Tada je:
u = (§<F17---7Fn71)(x17---7xn) D — R

resenge linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1) koje sadrzi sva resenja lin-
earne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1).
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Resenje odredeno u prethodnoj teoremi:
u= <I>(F1(x1, cos )y Fo(xy, oo ), Fuoa (o, . ,xn)) :D — R.

nazivano opstim resenjem linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1). Primetimo
da opste resenje linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine ima jednu proizvoljnu funkciju ®
(sliéno linearnim diferencijalnim jednac¢inama I reda ¢ije opste resenje sadrzi jednu konstantu). Pod

partikularnim resenjem homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1) podrazumevamo svako
koje se dobija iz opsteg izborom konkretne funkcije ®.

Zadatak 2. Naci opste resenje linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda:

20u +y2@ =0.

* ox oy

Resenje. Kao u prethodnom zadatku jedno resenje polazne linearne homogene parcijalne diferenci-
jalne jednacine [ reda je dato sa funkcijom:

u=F(z,y)=

gde je D={(z,y)€R*: 2 #0 Ay # 0} CR* Ove se radi 0o n = 2 promenljive z i y. Prema pretho-
dnoj Teoremi opste resenje polazne linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine je dato u

obliku:
u:¢<3—1) .D— R,
y T

za proizvoljnu funkciju ® : R — R. Konkretno izborom ®(¢) = t dobija se iz opSteg resenja funkcija
1 1

u=F(z,y) == —=:D — R kao jedno partikularno resenje. O
y o

Neka je odredeno opste resenje linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1) dato,
saglasno Teoremi 4.4., u obliku:

u= tI)(Fl(:L’l,...,xn),FQ(xl,...,xn),...,Fn,l(xl,...,xn)) :D — R,

za neku oblast D C R". U prethodnom zapisu F, Fs, ..., F,_; odreduje ta¢no (n — 1) funkcionalno
nezavisnih prvih integrala i ® = ®(¢y,...,t,1) : E — R je proizvoljna diferencijabilna funkcija
takva da postoji kompozicija:

u = (I)<F17---7Fn71)(x17---7xn) :D— R.
Kosijeve uslove zadajamo u obliku konjukcije:
I :tl VAN I‘n:tn A U(tl, . 7tn):¢<t17 . 7tn)7

gde su t; = t;(z1,...,x,) termi i ¢ : Dy — R konkretna funkcija definisana nad Dy C D. Pod
Kogsijevim resenjem linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1) podrazumevamo
ono partikularno resenje:

u = (I’()(Fl,...,Fn_l)(l‘l,...,l‘n) D — R,

koje sa izborom funkcije ® = ®, u opstem resenju ispunjava zadate Kosijeve uslove.



Zadatak 3. Resiti linearnu homogenu parcijalnu diferencijalnu jednacinu I reda:

Ll u | ou

po funkciji uw = u(x,y, z) i zatim naéi Kosijevo resenje za uslove:
=0 A u0,y,2)=2y* —2yz.
ResSenje. Formirajmo sistem karakteristika:

dx dy dz
) - L

Samim tim:
dv = —(y — z)d(y — 2),
tj.
T = —M + 61,
2
za proizvoljnu realnu konstantu 61. Odavde nalazimo prvi integral u prvoj formi:

Fl(w’yaz) =2z + (y - z)2 = Cy,

za proizvoljnu realnu konstantu C = 2@\1. Dalje, iz sistema karakterisitka (2) nalazimo prvo vezu:

ydy = zdz,
odakle
2 2
y_2 .0
2 2 + O,

za proizvoljnu realnu konstantu Cy. Samim tim prvi integral u drugoj formi je dat sa:
Fy(z,y,2) = y* — 2° = Cy,

za proizvoljnu realnu konstantu Cy = 2 62.

Moze se proveriti da su funkcije prvih integrala Fy, I : R?* — R funkcionalno nezavisne. Samim tim
opste resenje linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda je dato sa slede¢com fu-
nkcijom:

w=ulz,y,2) = B(Fi(2,y, 2), Falw,y, 2) = ®(20 + (y — 2)%, y? — 22),

1 na osnovu dodatne provere:

on R 2(290-1—3/2—23/2'—1—2:2) 2(290—1—3/2—2yz-‘,—z2) (2y—22) (22—2y)
D(Fy, F) _ dy 0z _ Ay 0z _ 4y — 2)27&0
D(y, 2) OF; OF g(yQ,f) g(yzizz) '
oy 0z Ay 0z 2y —2z
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gde je @ : R?> — R proizvoljna diferencijabilna funkcija. Sad razmotrimo ispunjenje Kosijevog
uslova sa jednakoséu koja dovodi do konkretne funkcije ®:

u(0,y,2) =®(2-0+4 (y — 2)*,y* — %) = 2y° — 2y=

— P((y —2)% (y — 2)(y + 2)) = 2y° — 2y2.

Uvedimo nove oznake:
P=y—2/NqQ=y+2%

preko kojih je:
_Ptq . _9-P

Y= 2

Na osnovu tih oznaka zakljucujemo:

p+4q\> ,p+aq—p
i’(pz,pq):?( 5 )—2 3

_ (1o 1 2) 1o 1,

= (5p*+pa+ ;) - 5+ 5p

=p’+pq.
Iz prethodne jednakosti, uvodeéi o = p? i B = p q, zakljucujemo da Kosijev uslov odreduje konkretnu
funkciju ® = Py datu sa:

P, = (I)O(aaﬁ) = a+p0.

Samim tim Kosijevo resenje je funkcija:

U(ffa?/az) = @0(21‘ + (y - 2)27y2 - 22) =2z + (y - 2)2 + y2 - 22' g

4.3 Linearna nehomogena parcijalna diferencijalna jednac¢ina I reda

Linearna nehomogena (kvazilinearna) parcijalna diferencijalna jednacina I reda je parcijalna difere-
ncijalana jednacina:

ou ou
(1) Xi(xq,.. .,:cn,'u,)a—ac1 4+ .ooi+ Xn(xq, .. .,wn,u)BT = Xp11(x15. oy Ty, u),

po nepoznatoj funkciji:

u=u(xy,29,...,2,): D — R,
za zadate neprekidne funkcije X, X, ..., X,,, X41 : E — R zaoblasti D C R" i E C R""!. Neka
postoji implicitna veza:

(%) D(xyy...sxp,u(Tr,y...,x,)) =0,

sa nekom funkcijom ® = ®(zy,...,2,,u) : E — R nad oblasti £ C R"™. U tom slucaju ne-
homogenoj parcijalnoj diferencijalnoj jednacini I reda (1) pridruzujemo prateéu linearnu homogenu
parcijalnu diferencijalnu jednacinu I reda:

od oP oP
(Dp Xi(x1yeeesTpy) — + oo + X (@15 eer sy Ty ) — + Xppp1 (1, ooy Ty u) — = 0,

oz oz, ou
po nepoznatoj funkeiji:

b =d(xy,...,z4,u):E— R.

Vazi tvrdenje:



Teorema 4.5. Neka funkcija:
u=u(xy,29,...,2,): D — R,
nad oblasti D C R", ispunjava implicitnu vezu (x) za datu funkciju:
b =d(xy,...,75,u):E— R,

gde je E C R"'. Tada funkcija u jeste resenje mehomogene linearne parcijalne diferencijalne
jednacine (1) ako i samo ako funkcija ® jeste reSenje prateée homogene linearne parcijalne difer-
encijalne jednacine (1)p.

Dokaz. (=) Neka je funkcija u = u(zy, 29, ...,2,): D — R, jedno resenje nehomogene linearne
parcijalne diferencijalne jednac¢ine (1). Na osnovu implicitne veze (x) zakljucujemo:

@ g, 92 02 Ou _ 4 _ Ou 1 0%
dzy () dry  Ou Ory oxr, 3_‘1’ oz’

ou
dtI)_O . 3<I>+3<I> Bu_o . Bu__i od
dxo @ O0x9 ou Oxs Oxo o 3_‘1’ dxy’

ou
@—0 = 3_(1) + 8_(1) % =) = ﬁ — _i 8—<I>
dzy, (x) Oz,  Ou Oz, dx, 0P 9xy

ou

ou Ou ou

Sad zamenom prethodno odredenih izraza za - u polaznu nehomogenu linearnu

dx, Oxy’ Oz,
parcijalnu diferencijalnu jednacinu (1) dobijamo:

1 0P 0P 0P

u
. 0P o : .
Odatle, mnozenjem sa M zakljucujemo da je funkcija:
S =P(xy,...,25,u):E— R

jedno resenje homogene linearne parcijalne diferencijalne jednacine (1)y date sa:

9P 9P L 0P
Xig— + Xog— ot Xy + X 5 =

o0xy 0x9 Oxy, 0

(«=) Obrnuto neka je & ma koje resenje homogene linearne parcijalne diferencijalne jednacine (1).
Moze se pokazati, slicno prethodnom izvodenju, da funkcija u koja ispunjava implicitnu vezu (x) jeste
jedno resenje nehomogene linearne parcijalne diferencijalne jednacine (1). a

Napomena 4.6. Prethodnim tvrdenjem je pokazano da resavanje linearne nehomogene parcijalne
diferencijalne jednacine I reda (1) i resavanje linearne homogene parcijalne diferencijalne jednacine
I reda (1)y su medusobno ekvivalentni problemi. Time se povezuje teorija ova dva tipa parcijalnih
diferencijalnih jednacina.



Linearnoj nehomogenoj parcijalnoj diferencijalnoj jednac¢ini I reda (1) pridruzujemo sistem difere-
ncijalnih jednacina:
dxq dx,, du

2) — ... —

Xi1(x1ye. .y Ty, u) o o Xn(x1,yeo oy xpn,u) o Xn+1(ac1,...,acn,u)’

koji nazivamo sistem karakteristika linearne nehomogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1).
Vazi tvrdenje:

Teorema 4.7. Neka je sistem karakteristika (2) sa tacno n funkcionalno nezavisnih prvih integrala:
Fl(xla"'axnau) = Cla
Fg(xl,...,l'n,lb) = 02,

Fn(xla---al‘nau) = Cna

sa diferencijabilnim funkcijama Fy, Fs, ..., F, : D — R nad oblasti D C R""'. Neka je data pro-
1zvolyna diferencijabilna funkcija:

b =d(ty,...,t,): E— R,
za odgovarajuéi domen E C R™ tako da postoji kompozicija:
o = <I>(F1(x1,...,xn,u),Fg(xl,...,:En,u),...,Fn(:pl,...,:pn,u)) :D — R.

Tada je:
b = 'I’(Fl,...,Fn)(xl,...,xn,u) D — R

opste resenje homogene linearne parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1)y. Sa implicitnom ve-
zom:

(%) ®(Fy,....F)(r1,. .. 20,u) =0

odredeno je reSenje nehomogene linearne parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1) koje sadrzi
sva ostala resenja.

Napomena 4.8. Prethodna implicitna veza (x) odreduje opste resenje nehomogene parcijalne difer-
encijalne jednacine I reda (1). Pod partikularnim reSenjem nehomogene parcijalne diferencijalne je-
dnacine I reda (1) podrazumevamo svako koje se dobija iz opsteg, izborom funkcije ®, a da pri tom
nije opste.

Napomena 4.9. U nekim slucajevima iz implicitne veze (x) moguce je naci eksplicitan oblik opsteg
resenja
u=u(ry,Te,...,T,): D — R,

nehomogene linearne parcijalne diferencijalne jednacine I reda (1), uz uéesée jedne proizvoljne funkcije.

Zadatak 4. Naci opste resenje linearne nehomogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda:

(1) x%— @+z@—u
Ox y@y 0z

po funkciji uw = u(x,y, z).
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Resenje. Formirajmo sistem karakteristika:

d_ﬂ: @_dz du

2) - s

T —y z U

Odatle se nalaze tri funkcionalno nezavisna prva integrala:
Fi(z,y,z,u) = zy = O,
Fy(x,y,z,u) = yz = Oy,
Fs(z,y, z,u) = g =4

za neke realne konstante C7, Cs, C5. Sa implicitnom vezom:

S(F, Fy, Fs)(z,y,2,u) =0 <= @(:py,yz,%):()’

gde je @ : R® — R proizvoljna funkcija, odredeno je opste resenje nehomogene linearne parcijalne
diferencijalne jednacine I reda (1). Pod pretpostavkom resivosti prethodne implicitne veze opsteg
resenja po u/z, tada opste reSenje u ispunjava:

u
; =W (xyayz)a

za W : R? — R proizvoljnu funkciju. Time dobijamo eksplicitni zapis opsteg resenja:

u= 2V (zy,yz). O
Zadatak 5. Naci opste resenje linearne nehomogene parcijalne diferencijalne jednacine I reda:
(1) yz% + ng—; = —2uxy,

po funkciji z = z(x,y). Na osnovu opsteg reSenja naci ono partikularno resenje koje sadrzi krivu:
z2=3 A 2* +y*=16.

Resenje. Formirajmo sistem karakteristika:

dr _dy __dz

) -

yz xz  —2xYy

Odatle se nalaze dva funkcionalno nezavisna prva integrala:
Fi(z,y,2) = 2® —y? = C4,
Fy(r,y,2) =22% + 22 = O,

za neke realne konstante C; € R 1 Cy € R*. Sa implicitnom vezom:

2 2 5,2 | 2
O, F)(r,y,2) =0 <— @(x —y5,2x° + 2 ) =0,
i Fo
gde je @ : R? — R proizvoljna funkcija, odredeno je opste resenje nehomogene linearne parcijalne
diferencijalne jednacine I reda (1). Pod pretpostavkom resivosti prethodne implicitne veze opsteg
resenja po Fy, tada opste reSenje z ispunjava:

FQ(xvyv Z) = ‘I’(Fl)(ZL‘,y,Z) — 2‘T2 + 22 - ‘P(xQ - y2)7
za ¥ : R — R proizvoljnu funkciju. Na ovaj nacin dobijamo drugi implicitni zapis opsteg resenja:

222 + 22 = \Il(x2 —y2).
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Partikularno resenje koje ispunjava konjukciju uslova:
2=3 AN 22 +y*> =16
se odreduje na slede¢i nacin:

22° +<9’/: U(z® —y°) = ¥(2® — (16 — 2%) ) = ¥(22* — 16).

:22

Na ovaj nacin su upotrebljena oba konjukta pretpostavke. Uvodeéi smenu t = 222 — 16 u poslednje
dobijenoj jednakosti nalazimo konkretan izbor funkcije:

U =W,(t) =t+ 25,

koji dovodi do trazenog partikularnog resenja.

Koristedi Wy(t) =t + 25, na osnovu:
22% + 2% = \Ilo(a:2 — y2),
nalazimo trazZeno partikulano resenje u implicitnom obliku:

200 + 22 =Wo(2® —y?) =2 -y’ + 25 = a?+y®+ 2% =25

Literatura: https://dif.etf.bg.ac.rs/
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Napomena. Materijal ovog autorskog dela je namenjen studentima Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u Beogradu sa ciljem da im se
omoguci da $to bolje spreme ispit iz predmeta Diferencijalne jednacine. VazZe sve zabrane u vezi neovlaséenog koriséenja ovog materijala u
skladu sa Zakonom o autorskim i srodnim pravima Republike Srbije (”Sl. glasnik RS”, br. 104/2009, 99/2011, 119/2012, 29/2016 - odluka
US 66/2019, kao i sva kasnija pravna akta po ovom pitanju).

Beograd, 18.12.2022.

Prof. dr Branko J. Malesevi¢
Elektrotehnicki fakultet, Beograd
http://home.etf.rs/ malesevic/
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